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Abstract

Given R and S be commutative ring with unity. The (R,S)-bimodule structure has been
generalized into the (R, S)-module structure. Likewise, primeness in a module has also been
generalized to the (R, S)-module structure. However, the existing prime definition only focuses
on scalar multiplication operations in modules. The g-prime submodule is one of the
generalizations of the prime submodule, which involves additive operations and scalar
multiplication in the module. This article presents a generalization of the S-prime submodules
into the (R,S)-module structure, hereinafter referred to as the jointly g-prime (R,S)-
submodules. Furthermore, at the end of this article some properties of the jointly S-prime (R, S)-
submodule are presented.

Keywords: prime, g-prime, (R, S)-module, B-prime (R, S)-submodule

Abstrak

Diberikan R dan S merupakan ring komutatif dengan elemen satuan. Struktur (R, S)-bimodul
terlah diperumum menjadi struktur (R, S)-modul. Begitu halnya dengan keprimaan di dalam
suatu modul juga telah mengalami perumuman ke struktur (R,S)-modul. Namun, definisi
keprimaan yang ada selama ini hanya berfokus pada operasi pergandaan skalar di dalam modul.
Submodul prima-g merupakan salah satu perumuman dari submodul prima yang melibatkan
operasi aditif dan pergandaan skalar di dalam modul. Pada artikel ini disajikan generalisasi dari
submodul prima-B ke dalam struktur (R, S)-modul, yang selanjutnya disebut (R, S)-submodul
prima-8 gabungan. Selanjutnya, pada akhir artikel ini disajikan beberapa sifat dari (R,S)-
submodul prima-g gabungan.

Kata kunci: prima, prima-g, (R, S)-modul, (R, §)-submodul prima-g
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1. PENDAHULUAN

Penelitian terkait keprimaan pada suatu modul pertama kali diperkenalkan oleh [2]. Hasil dari
penelitian [2] selanjutnya menjadi dasar dalam penelitian-penelitian lanjutan tentang keprimaan
pada suatu modul hingga saat ini. Beberapa hasil pengembangan dari definisi submodul prima
diantaranya adalah submodul semiprima [3], submodul endoprima [4], submodul kedua [10],
submodul koprima [9], dan submodul prima lemah [1]. Namun, beberapa perumuman dari
submodul prima tersebut hanya berfokus pada pergandaan skalar di dalam modul. Padahal modul
juga memiliki operasi penjumlahan yang dibawa dari struktur grupnya. Submodul prima-a
merupakan salah satu generalisasi dari submodul prima yang melibatkan semua operasi dari
struktur modulnya, tidak hanya operasi pergandaan skalarnya saja. Konsep terkait submodul prima-
a ini diperkenalkan oleh [5]. Apabila diberikan submodul H di dalam suatu modul M, maka
didefinisikan himpunan a(H) = {h € M | h + h € H}. Selanjutnya, suatu submodul sejati P di M
disebut submodul prima-« jika untuk setiap elemen r € R dan elemen m € M dengan r(m + m) €
P maka berakibat r + r € (P:x M) atau m € a(P).

Dalam penelitian lanjutannya, [6] mendefinisikan konsep submodul prima-g. Apabila
diberikan submodul H di dalam suatu modul M, didefinisikan himpunan S(H) ={h+ h | h € H}.
Suatu submodul sejati P di M disebut submodul prima-g jika untuk setiap elemen r € R dan
elemen m € M dengan rm € P maka berakibat r + r € (P:x M) atau m + m € S(P). Lebih lanjut,
dalam Khumprapussorn [8] dikatakan bahwa setiap submodul prima merupakan submodul prima-g,
sehingga dapat dikatakan bahwa submodul prima-g ini merupakan salah satu perumuman dari
submodul prima. Lebih lanjut, dapat ditunjukkan pula bahwa submodul prima-g ini merupakan
salah satu bentuk perumuman dari submodul prima-c. Oleh karena itu, terdapat perumuman lainnya
dari submodul prima yang tidak hanya melibatkan operasi pergandaan skalar pada modulnya tetapi
juga melibatkan semua operasi dalam struktur modulnya.

Di sisi lain, suatu modul telah mengalami proses perumuman menjadi suatu bimodul. Dan
bimodul sendiri telah diperumum menjadi struktur (R, S)-modul. Konsep terkait (R, S)-modul ini
pertama kali diperkenalkan oleh [7]. Dalam papernya, [7] juga telah mengenalkan pendefinisian
beberapa keprimaan di dalam (R,S)-modul, yaitu (R,S)-submodul prima penuh dan (R,S)-
submodul prima gabungan. Beberapa sifat terkait (R,S)-submodul prima penuh dan (R,S)-
submodul prima gabungan juga telah disajikan dalam paper [7]. Dalam papernya yang lain, [8] juga
mendefinisikan keprimaan lain di dalam (R, S)-modul, yang disebut (R, S)-submodul prima-R Kiri.
Selain itu, [11] juga telah mendefinisikan (R, S)-submodul prima-a gabungan sebagai perumuman
dari submodul prima-a dalam paper [5].

Penelitian terkait submodul prima-g yang disajikan dalam paper [6] merupakan suatu hal yang
baru. Konsep terkait submodul prima-g ini belum digeneralisasi ke dalam struktur (R, S)-modul.
Selama ini peneliti berusaha mengembangkan konsep keprimaan di dalam struktur (R, S)-modul
dengan cara mengamati perkembangan di seputar topik ini. Oleh karena itu, pada artikel ini
dikembangkan konsep terkait submodul prima-£ pada suatu modul ke dalam struktur (R, S)-modul.
Pada artikel ini disajikan pendefinisian (R, S)-submodul prima-f gabungan, sebagai generalisasi
dari (R, S)-submodul prima-a. Selanjutnya, disajikan sifat-sifat dari (R, S)-submodul prima-g
gabungan dengan mengembangkan sifat-sifat submodul prima-g dalam [6] dan mengembangkan
sifat-sifat submodul prima lainnya dalam [2] dengan tetap memperhatikan konsep struktur (R, S)-
modul dalam [7]. Lebih lanjut, dalam keseluruhan tulisan ini, R dan S masing-masing merupakan
ring komutatif dengan elemen satuan, kecuali dinyatakan selain itu.S

2. (R,S)-SUBMODUL PRIMA-g GABUNGAN
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Sebelum mendefinisikan (R, S)-submodul prima-g gabungan, berikut diberikan suatu sifat
dalam [7] yang akan digunakan dalam penelitian ini.

Proposisi 2.1. Diberikan (R, S)-submodul N di M, himpunan tak kosong X € R, dan himpunan tak
kosong Y < S. Jika M memenuhi sifat a € RaS untuk setiap a € M, maka:

a) Jika (RX)MS < N maka XMS < N.
XMS < (XR)MS
b) Jika RM(YS) € N maka RMY S N.
RMY S RM(SY)
c) W < RWS untuk setiap himpunan tak kosong W di M.
Lebih lanjut, jika W merupakan (R, S)-submodul di M maka W = RWS.

Sebelumnya, berikut disajikan definisi (R, S)-submodul prima gabungan pada [7] dalam
beberapa versi.

Definisi 2.2. Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dan (R, S)-modul M
dengan sifat untuk setiap a € M memenuhi a € RaS. Submodul sejati P di M disebut (R, S)-
submodul prima gabungan jika untuk setiap a € R, m € M, dan b € S dengan amb € P maka
berakibat aMb < P ataum € P.

Definisi 2.3. Diberikan (R, S)-modul M dengan sifat S =S dan untuk setiap a € M memenuhi
a € RaS. Submodul sejati P di M disebut (R, S)-submodul prima gabungan jika untuk setiap a € R
dan m € M dengan amS < P maka berakibat aMS € P [ atau a € (P:x M)] ataum € P.

Selanjutnya, berikut disajikan definisi dari (R, S)-submodul prima-£ gabungan.

Definisi 2.4. Diberikan (R, S)-modul M dengan sifat 2 =S dan untuk setiap a € M memenuhi
a € RaS. Suatu (R, S)-submodul sejati P di M disebut (R, S)-submodul prima-B gabungan jika
untuk setiap r € R dan m € M dengan rmS S P maka berakibat r + r € (P:x M) ataum+m €
P.

Berikut disajikan suatu sifat yang menyatakan bahwa (R, S)-submodul prima-g gabungan
merupakan perumuman dari (R, S)-submodul prima.

Proposisi 2.5. Diberikan (R,S)-modul M dengan sifat sifat S2 =S dan untuk setiap a € M
memenuhi a € RaS. Setiap (R, S)-submodul prima gabungan di M merupakan (R, S)-submodul
prima-S gabungan.

Bukti. Misal, diambil sebarang (R, S)-submodul prima gabungan P di M. Akan ditunjukkan bahwa
P merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M. Diambil sebarang r € R dan m e M
dengan rmS < P. Karena diketahui P merupakan (R,S)-submodul prima gabungan maka r €
(P:gr M) atau m € P. Karena P merupakan (R, S)-submodul maka m + m € P. Di sisi lain, karena
S§2 = S maka (P:zr M) merupakan ideal di R, sehingga r + r € (P:g M). Dengan demikian, terbukti
bahwa P merupakan (R, S)-submodul prima-£ gabungan di M. O

b Dlaser) o s=((5 ¢
a

b C)|a,b,c € ZZ} merupakan (R, S)-modul. Dapat

ditunjukkan bahwa (R, S)-submodul X di M dengan X = {(g 2)| X,y € ZZ} merupakan (R, S)-

submodul prima gabungan di M. Jadi, terbukti bahwa X merupakan (R,S)-submodul prima-a
gabungan di M.

Contoh 2.6. Diberikan ring R = {( )|a,b € ZZ}.

Berdasarkan [7] diketahui bahwa M = {(
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3. BEBERAPA SIFAT (R, 5)-SUBMODUL PRIMA-B GABUNGAN

Pada bagian ini disajikan beberapa sifat dari (R,S)-submodul prima-£ gabungan. Berikut
disajikan beberapa syarat perlu dan syarat cukup suatu (R, S)-submodul agar membentuk (R, S)-
submodul prima-f gabungan.

Proposisi 3.1. Diberikan (R, S)-modul M dengan sifat sifat S = S, untuk setiap a € M memenuhi
a € RaS, serta (R,S)-submodul sejati P di M. Pernyataan-pernyataan di bawah ini adalah
ekuivalen.

(a). P merupakan (R, S)-submodul prima-g gabungan di M.

(b). Untuk setiap ideal I di R dan (R,S)-submodul N di M dengan INS < P maka berakibat
B() € (P:x M) atau B(N) < P.

(c). Untuk setiap a € R dan (R, S)-submodul N di M dengan aNS < P maka berakibat a + a €
(P:gr M) atau B(N) € P.

(d). Untuk setiap ideal I di R dan m € M dengan ImS < P maka berakibat S(I) S (P:gr M)
ataum+m € P.

(e). Untuk setiap a € R dan m € M dengan aRmS < P maka berakibat a + a € (P:x M) atau
m+mEP.

(f). Untuk setiapm € M jikam +m & P maka (P:gm) S a((P:g M)).

Bukti. (a) = (b). Diketahui P merupakan (R,S)-submodul prima-g gabungan di M. Diambil
sebarang ideal I di R dan (R,S)-submodul N di M dengan INS < P tetapi B(N) & P.
Akan dibuktikan bahwa g(I) € (P:g M). Diambil sebarang elemen r +r € (1) dan n+n €
B(N) dengan n + n ¢ P. Diperoleh n € N dan r € I. Karena diketahui /NS < P maka diperoleh
rnS € P. Karena P merupakan (R, S)-submodul prima-f# gabungan di M dan n+n &€ P maka
diperoleh r +r € (P:x M). Karena pengambilan elemen r +r € f(I) sebarang, maka terbukti
bahwa B(I) € (P:g M).

(b) = (c). Diambil sebarang elemen a € R dan (R, S)-submodul N di M dengan aNS < P. Karena
$2 =S maka diperoleh RaNS = RaNSS = R(aNS)S € RPS = P. Karena R merupakan ring
komutatif, maka jelas bahwa Ra merupakan ideal di R. Berdasarkan (b) diperoleh B(Ra) <
(P:g M) atau B(N) < P. Diperhatikan bahwa karena S(Ra) S (P:g M) maka diperoleh Ra + Ra S
(P:gr M) sehingga RaMS + RaMS < P atau dituliskan Ra(M + M)S < P. Selanjutnya, karena
untuk setiap a € M memenuhi a € RaS maka diperoleh a(M + M)S < P atau dituliskan aMS +
aMS < P. Dari sini diperoleh a + a € (P:x M). Dengan demikian, terbukti bahwa a + a €
(P:g M) atau B(N) < P.

(¢) = (d). Diambil sebarang ideal I di R dan elemen m € M dengan ImS < P tetapi m + m & P.
Akan dibuktikan bahwa B(I) € (P:z M). Diambil sebarang elemen a + a € B(I), berarti a € I.
Selanjutnya, karena R komutatif dan S2 =S maka diperoleh RImSS = IRmSS = I(RmS)S €
RMS = P. Karena a € I maka diperoleh a(RmS)S < P. Berdasarkan (c¢) maka diperoleh a €
(P:g M) atau B(RmS) < P. Karenam + m € RmS dan m + m ¢ P, maka berakibat f(RmS) & P.
Karena S2 = S maka (P:z M) merupakan ideal di R sehingga diperoleh a + a € (P:z M). Karena
pengambilan elemen a + a € B(I) sebarang, maka terbukti bahwa (1) S (P:g M).

(d) = (e). Diambil sebarang elemen a € R dan m € M dengan aRmS < P. Oleh karena R
merupakan ring komutatif, maka aR jelas merupakan ideal di R. Akibatnya, dari (d) diperoleh
B(aR) € (P:x M) atau m + m € P. Selanjutnya, dari S(aR) S (P:gx M) maka diperoleh aR +
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aR € (P:x M) atau dapat dituliskan aRMS + aRMS < P. Karena R komutatif, maka dapat
dituliskan RaMS + RaMS < P. Oleh karena untuk setiap a € M memenuhi a € RaS, maka dari
persamaan RaMS + RaMS < P diperoleh aMS + aMS < P. Dari sini diperoleh a + a € (P:zx M).
Jadi, terbukti bahwa a + a € (P:x M) ataum +m € P.

(e) = (f). Diambil sebarang m € M dengan m + m & P. Diambil sebarang a € (P:z m) maka
diperolen amS € P. KarenaS? = S dan R merupakan ring komutatif maka diperoleh RamsSS =
aRmS € RPS = P. Berdasarkan (e) dan karena m +m ¢ P, maka diperoleh a + a € (P:g M).
Dari sini diperoleh a € a((P:z M)). Dengan demikian, terbukti bahwa (P:p m) € a((P:z M)).

(f) = (a). Diambil sebarang elemen r € R dan m € M dengan rmS € P tetapi m +m & P.
Andaikan r +r & (P:x M), maka r & a((P:g M)). Oleh karena berdasarkan (f) diketahui
(P:gm) € a((P:g M)), maka r & (P:pm). Akibatnya, diperolen rmS ¢ P. Kontradiksi dengan
yang diketahui. Jadi, diperoleh r +r € (P:g M). Dengan demikian, terbukti bahwa P merupakan
(R, S)-submodul prima-£ gabungan di M. o

Proposisi 3.2. Diberikan (R, S)-modul M dengan sifat sifat S = S, untuk setiap a € M memenuhi
a € Ras$, serta (R, S)-submodul sejati P di M. P merupakan (R, S)-submodul prima-g gabungan
jika dan hanya jika untuk setiap ideal I di R dan (R, S)-submodul N di M dengan INS < P maka
berakibat N + N € Pataul +1 < (P:zx M).

Bukti. (=). Diambil sebarang ideal I di R dan (R,S)-submodul N di M dengan INS < P tetapi
N + N &€ P. Dari sini berarti N € P. Selanjutnya, diambil sebarang x € I dan n € N \ P maka
diperoleh xnS < P tetapi n +n € P. Karena diketahui P merupakan (R, S)-submodul prima-g
gabungan di M, maka diperoleh x + x € (P:x M). Dengan kata lain, terbukti bahwa I +1 <
(P:g M).

(<). Diambil sebarang r € R dan m € M dengan rmS < P tetapi m + m & P. Diperhatikan bahwa
karena R komutatif dan S? = S maka diperoleh RRrmSSS = RrRmSS? = Rr(RmS)S € RPS = P.
Dari sini, maka diperolen Rr 4+ Rr € (P:p M) atau RmS + RmS € P. Dari Rr + Rr € (P:x M)
diperolen RrMS + RrMS € P. Karena S? =S, maka diperoleh RrMSS + RrMSS < P. Karena
untuk setiap a € M memenuhi a € RaS, maka diperoleh rMS + rMS < P, sehingga diperoleh r +
r € (P:g M). Selanjutnya, untuk setiap a € M memenuhi a € RaS, maka dari RmS + RmS S P
diperoleh m +m € P. Dengan demikian, diperoleh r +r € (P:x M) atau m+m € P. Jadi,
terbukti bahwa P merupakan (R, S)-submodul prima-a gabungan di M. o

Berikut diberikan suatu lemma yang akan digunakan dalam pembuktian sifat selanjutnya dari
(R, S)-submodul prima-f gabungan.

Lemma 3.3. Diberikan i: M; - M, merupakan homomorfisma (R, S)-modul dengan sifat S = S
dan untuk setiap a € M;(M,) memenuhi a € RaS, P merupakan (R, S)-submodul di M,, dan K
merupakan (R, S)-submodul di M,.

(a). Jika ¥ merupakan epimorfisma (R,S)-modul dan r+r € (P:gM;), maka r+7r €
W (P):g My).
(b). Jikar +7 € (K:g My) makar + 1 € (" 1(K):gp My).
Bukti.
(a). Diketahui bahwa 3 merupakan epimorfisma (R,S)-modul dan r +r € (P:gp M;), maka
(r +r)M;S < P. Diambil sebarang m, € M,. Karena i) merupakan epimorfisma, maka

terapat m; € M; sedemikian sehingga memenuhi ¥ (m,) = m,. Akibatnya, diperoleh
(r + r)myS < P. Dari sini diperoleh (r +r)m,S = (r + r)yy(m,)S = l/)((?" + r)mlS) c
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Y (P). Karena pengambilan elemen m, € M, sebarang, maka diperoleh (r +r)M,S <
Y(P). Dengan demikian, terbukti bahwa r + r € (Y (P):g M).

Diketahui bahwa r +r € (K:g M), maka (r + r)M,S < K. Diambil sebarang m; € M.
Karena diketahui @ merupakan homomorfisma, maka diperoleh 1/)((r + r)mls) =
(r + r)¥(my)S € K. Dari sini diperoleh (r +r)m;S € ¢ 1(K). Karena pangambilan
elemen m, € M; sebarang, maka diperoleh (r + r)M;S S ~1(K). Dengan demikian,
terbukti bahwa r + r € (Y 1(K):x M,). O

Pada proposisi berikut ini disajikan bahwa epimorfisma (R, S)-modul mengawetkan (R, S)-
submodul prima-£ gabungan.

Proposisi 3.4. Diberikan y: M; —» M, merupakan homomorfisma (R, S)-modul dengan sifat S? = S
dan untuk setiap a € M, (M,) memenuhi a € RasS.

(@).

(b).

Bukti.

(a).

(b).

Jika ¥ merupakan epimorfisma (R, S)-modul dan P merupakan (R, S)-submodul prima-g8
gabungan di M; yang memuat Ker(i), maka ¥(P) juga merupakan (R, S)-submodul
prima-f gabungan di M,.

Jika K merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M,, maka ~1(K) merupakan
(R, S)-submodul prima-f gabungan di M;.

Diketahui bahwa 1 merupakan epimorfisma (R,S)-modul dan P merupakan (R,S)-
submodul prima-f gabungan di M; yang memuat Ker(y). Akan dibuktikan bahwa 1 (P)
juga merupakan (R, S)-submodul prima-g gabungan di M,. Diambil sebarang elemen r €
R dan m € M, sedemikian sehingga memenuhi rmS < 1 (P). Oleh karena ¥ merupakan
epimorfisma maka terdapat n € M;, p € P, dan s € S sehingga memenuhi rms = ¥(p)
dan ¥ (n) = m. Akibatnya, diperoleh:

Y(p) =rms
=rp(n)s
=1 (rns)

Dari sini diperoleh y(p — rns) = 0, sehingga diperoleh p — rns € Ker(y). Oleh karena
Ker(y) € P, maka rns € P sehingga rnS < P. Karena P merupakan (R, S)-submodul
prima-f gabungan maka diperoleh r +r € (P:x M;) atau n+n€P. Karena o
epimorfisma, maka berdasarkan Lemma 3.3 a) diperoleh bahwa r + r € (y(P):x M,) atau
m + m € Y(P). Dengan demikian, terbukti bahwa ¥ (P) merupakan (R,S)-submodul
prima-£ gabungan di M,.

Diketahui K merupakan (R,S)-submodul prima-f gabungan di M,. Akan dibuktikan
bahwa 1 ~1(K) merupakan (R,S)-submodul prima-£ gabungan di M,. Diambil sebarang
r € R dan m € M; sedemikian sehingga memenuhi rmS < y~1(K). Dari sini berarti
diperoleh ¥(rmS) € K, sehingga ry(m)S € K. Oleh karena K merupakan (R,S)-
submodul prima-f gabungan di M,, maka diperoleh r +r € (K:x M;) atau Y (m) +
P(m) € K. Oleh karena i merupakan epimorfisma, maka berdasarkan Lemma 3.3 b)
diperoleh bahwa r+ 7 € (Y 1(K):;x M;) atau m+m € Y 1(K). Dengan demikian,
terbukti bahwa ¥ ~1(K) merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M,. o

Sebelum ke pembahasan selanjutnya, diperhatikan kembali bahwa menurut [12], suatu
homomorfisma (R, S)-modul yY: M — M/K dengan definisi Y(m) = m + K, untuk setiap m € M
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merupakan suatu epimorfisma (R, S)-modul dengan Ker(y) = K. Selanjutnya, i disebut dengan
homomorfisma natural (R, S)-modul. Lebih jelasnya, diperhatikan proposisi berikut ini.

Proposisi 3.5. Diberikan (R,S)-modul M dan (R, S)-submodul K di M. Suatu pengaitan y: M —
M/K dengan definisi ¥(m) = m + K, untuk setiap m € M merupakan suatu epimorfisma (R, S)-
modul dengan Ker(y)) = K.

Berikut disajikan suatu sifat yang merupakan akibat dari Proposisi 3.4.

Akibat 3.6. Diberikan (R, S)-modul M dengan sifat sifat S2 = S, untuk setiap a € M memenuhi
a € Ras, serta (R, S)-submodul N di M.

(a). Jika P merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M dan K merupakan (R, S)-

submodul di M yang termuat di P, maka P/K merupakan (R, S)-submodul prima-g

gabungan di M/K'

(b). Jika K" merupakan (R, S)-submodul prima-g gabungan di M/, maka k' = K/, untuk

suatu (R, S)-submodul prima-g gabungan K di M.
Bukti.

(a). Diketahui P merupakan (R, S)-submodul prima-£ gabungan di M dan K merupakan (R, S)-
submodul di M yang termuat di P. Dibentuk homomorfisma natural (R, S)-modul y: M —
M/K dengan definisi ¥ (m) = m + K, untuk setiap m € M. Berdasarkan Proposisi 3.5,
diketahui bahwa 1 merupakan epimorfisma (R,S)-modul dengan Ker(y) =K.
Berdasarkan Proposisi 3.4* a), maka diperoleh bahwa ¥(P) = P/K merupakan (R, S)-
submodul prima-g gabungan di M/,

(c). Diketahui K’ merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M/N' Dibentuk

homomorfisma natural (R, S)-modul : M — M/N dengan definisi y(m) = m + N, untuk

setiap m € M. Berdasarkan Proposisi 3.4* b), maka diperoleh bahwa 1~1(K") merupakan
(R, S)-submodul prima-f gabungan di M. Selanjutnya, berdasarkan Proposisi 3.5 diketahui
bahwa 1) merupakan epimorfisma (R, S)-modul. Akibatnya, ¥~1(K') = K dan untuk

(R, S)-submodul K’ di M/N terdapat (R,S)-submodul K di M sedemikian sehingga
memenuhi K' = K/N' Dengan demikian, terbukti bahwa K' = K/N untuk suatu (R, S)-
submodul prima-f gabungan K di M. O

Seperti halnya pada modul, pada struktur (R, S)-modul dapat didefinisikan (R, S)-submodul
maksimal sebagai berikut.

Definisi 3.7. Diberikan (R,S)-modul M. Suatu (R, S)-submodul sejati N di M disebut (R,S)-
submodul maksimal di M apabila tidak terdapat (R, S)-submodul sejati lain di M yang memuat N.

Berikut ditunjukkan bahwa setiap (R, S)-submodul maksimal merupakan (R, S)-submodul
prima-£ gabungan.

Proposisi 3.8. Diberikan (R,S)-modul M dengan sifat sifat S =S dan untuk setiap a € M
memenuhi a € RaS. Setiap (R, S)-submodul maksimal di M merupakan (R, S)-submodul prima-g8
gabungan di M.

Bukti. Diambil K yaitu (R, S)-submodul maksimal di M. Diambil sebarang ideal I di R dan (R, S)-
submodul N di M dengan INS € K tetapi N + N € K. Karena N + N & K, maka diperolen N € K.
Karena K merupakan (R,S)-submodul maksimal di M maka M = K + N. Dari sini diperoleh
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I+DMS=U+DEK+N)S=U+1)KS+ (I +1)NS < K. Dengan demikian, diperoleh I+
I € (K:x M). Jadi, terbukti bahwa K merupakan (R, S)-submodul prima-8 gabungan di M. O

Berikut disajikan suatu sifat yang merupakan hubungan antara (R,S)-submodul prima-g8
gabungan dengan himpuunan annihilator (R, S)-modul faktornya.

Proposisi 3.9 Diberikan (R, S)-modul M dengan sifat sifat S? = S, untuk setiap a € M memenuhi
a € RaS, dan (R,S)-submodul sejati P di M. Jika P merupakan (R,S)-submodul prima-g
gabungan di M maka (P:z M) merupakan ideal prima di R.

Bukti. Diketahui P merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M. Diambil sebarang ideal /
dan J di R dengan I € (P:x M) tetapi I & (P:x M). Dari I] € (P:zx M) diperolen I[JMS < P.
Karena S? = S, maka diperoleh I(JMS)S € P. Karena P merupakan (R,S)-submodul prima-£
gabungan di M maka diperoleh JMS + JMS < P. Jadi diperoleh JMS < P, sehingga terbukti | <
(P:g M). Dengan demikian, terbukti bahwa (P:z M) merupakan ideal prima di R. O

Seperti halnya pada modul, pada struktur (R, S)-modul dapat didefinisikan (R, S)-submodul
prima-£ gabungan minimal sebagai berikut.

Definisi 3.10. Diberikan (R,S)-modul M dengan sifat sifat S? =S dan untuk setiap a € M
memenuhi a € RaS. Suatu (R,S)-submodul sejati X di M disebut (R,S)-submodul prima-g
gabungan minimal apabila X minimal di dalam himpunan semua (R,S)-submodul prima-S
gabungan di M, yaitu tidak terdapat (R, S)-submodul prima-£ gabungan lain di M yang termuat di
dalam X.

Berikut ditunjukkan bahwa setiap (R, S)-submodul prima-g gabungan minimal merupakan
(R, S)-submodul prima-f gabungan.

Proposisi 3.11. Diberikan (R,S)-modul M dengan sifat sifat S? =S dan untuk setiap a € M
memenuhi a € RaS. Jika P merupakan (R, S)-submodul prima-g gabungan di M, maka P memuat
(R, S)-submodul prima-g gabungan minimal di M.

Bukti. Misalkan dibentuk himpunan  yaitu himpunan semua (R, S)-submodul prima-8 gabungan
di M yang termuat di dalam P. Jelas bahwa 3 # @ karena P € J. Dengan menggunakan Lemma
Zorn alan dibuktikan bahwa 3 memiliki elemen minimal. Ekuivalen dengan menunjukkan bahwa
setiap rantai tak kosong di 3 memiliki batas bawah di 3. Diambil sebarang rantai tak kosong H <
3. Dibentuk himpunan Q = Ngesr K, maka jelas bahwa Q@ merupakan (R, S)-submodul di M dan
Q < P. Akan dibuktikan bahwa Q merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M. Diambil
ideal I di R dan (R, S)-submodul N di M dengan INS < Q tetapi N + N ¢ Q. Akan dibuktikan
bahwa I +1 € (Q:x M). Karena N+ N € Q, maka N £ Q. Diambil sebarang n € N \ Q, maka
terdapat K' € H sedemikian sehingga n ¢ K'. Karena K' merupakan (R, S)-submodul prima-g
gabungan di M, maka dari INS € Q < K’ bearkibat (I + I)MS < K', atau ditulis I + I < (K":x M).
Selanjutnya diambil L € 7. Karena H merupakan rantai di 3, maka berlaku K’ € L atau L € K'.
Jika K'€ L, maka (I + I)MS € K' € L. Jika L € K’ maka n ¢ L. Karena L merupakan (R, S)-
submodul prima-f gabungan di M, maka dari INS € Q < L berakibat (I + I)MS < L atau ditulis
I+ 1< (L:zg M). Jadi, diperoleh (I + I)MS < L untuk setiap L € #. Akibatnya, diperoleh (I +
I)MS < Q atau dengan kata lain I + I € (Q:g M). Dengan demikian, terbukti bahwa Q merupakan
(R, S)-submodul prima-f gabungan di M. Karena Q € P, maka Q € 3 dan Q merupakan batas
bawah untuk 7. Jadi terbukti bahwa setiap rantai tak kosong di 3 memiliki batas bawah di 3. Oleh
karena itu, berdasarkan Lemma Zorn maka terdapat (R,S)-submodul prima-f gabungan P* € 3
yang minimal diantara semua (R, S)-submodul prima-f gabungan di 3. Dengan demikian, terbukti
bahwa (R, S)-submodul prima-f gabungan P memuat (R, S)-submodul prima-£ gabungan minimal
P*diM.o



431

JURNAL MATEMATIKA, STATISTIKA DAN KOMPUTASI
Dian Ariesta Yuwaningsih, Fayi Salsabila Sumaryati

Berikut disajikan syarat perlu dan syarat cukup (R,S)-submodul sejati membentuk (R,S)-
submodul prima-f gabungan.

Proposisi 3.12. Diberikan (R,S)-modul M dengan sifat sifat S? =S dan untuk setiap a € M
memenuhi a € RaS. Suatu (R, S)-submodul sejati X di M merupakan (R, S)-submodul prima-f
gabungan di M jika dan hanya jika untuk setiap (R, S)-submodul tak nol K/X di M /X memenuhi
sifat (X:zg K) = (X:xg M).

Bukti. (=). Diambil sebarang (R, S)-submodul tak nol K/X di M /X, maka jelas bahwa (X:x M) <
(X:g K). Selanjutnya, diambil sebarang r € (X:g K), maka diperoleh rKS < X. Karena S? = S dan
a € RaS untuk setiap a € M, maka diperoleh (rR)KS =r(RKS)S =rKS c X. Karena X
merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M maka diperoleh K + K € X atau rR + rR <
(X:g M). Karena K /X merupakan (R, S)-submodul tak nol, maka K # X, sehingga hanya diperoleh
rR +rR € (X:g M). Akibatnya, diperoleh rRMS + rRMS < X. Karena sifat a € RaS untuk setiap
a € M, maka diperoleh rMS +rMS < X. Dengan demikian, diperoleh bahwa r +r € (X:g M)
sehingga r € (X:g M). Jadi diperoh (X:z K) € (X:p M) sehingga terbukti bahwa (X:zK) =
(X:g M).

(«<). Diambil sebarang ideal I di R dan (R, S)-submodul N di M dengan INS < X tetapi N+ N &
X. Karena N + N € X maka diperoleh N € X, sehingga (N + X)/X merupakan (R, S)-submodul
tak nol di M/X. Menurut hipotesis, maka diperoleh (X:gr N + X) = (X:g M). Selanjutnya, dari
INS < X diperoleh I € (X:g N + X). Karena (X:z N + X) = (X:g M) maka diperoleh I < (X:zp M)
sehingga diperoleh I+ 1 < (X:z M). Jadi terbukti bahwa X merupakan (R, S)-submodul prima-8
gabungan di M. O

Sifat terakhir dari (R, S)-submodul prima-f gabungan adalah tentang syarat perlu dan syarta
cukup agar suatu (R, S)-submodul faktor membentuk (R, S)-submodul prima-£ gabungan.

Proposisi 3.13. Diberikan (R, S)-modul M dengan sifat sifat S? = S, untuk setiap a € M memenuhi
a € RaS, serta (R,S)-submodul P dan A di M dengan A c P. P merupakan (R, S)-submodul
prima-B gabungan di M jika dan hanya jika P/A merupakan (R, S)-submodul prima-8 gabungan
di M/A.

Bukti. (=). Diambil sebarang ideal I di R dan (R, S)-submodul N/A di M/A dengan I(N/A)S <
P/A. Dari sini diperoleh (INS)/A < P/A, sehingga INS < P. Karena diketahui P merupakan
(R, S)-submodul prima-f gabungan di M maka diperoleh N + N € P atau I + I € (P:g M). Dari
sini diperoleh N <€ P atau I < (P:z M) sehingga diperoleh N/A € P/A atau (IMS + A)/A € P/A.
Karena (IMS + A)/A =1(M/A)S < P/A, maka diperoleh (I +1)(M/A)S € P/A atau dengan
kata lain I +1 < (P/A:x M/A). Karena N/A < P/A maka diperoleh N/JA + N/A € P/A. Dengan
demikian diperoleh N/A+ N/A < P/A atau I +1 < (P/A:xr M/A). Jadi, terbukti bahwa P/A
merupakan (R, S)-submodul prima-f gabungan di M/A.

(<). Diambil sebarag ideal I di R dan (R,S)-submodul N di M dengan INS < P. Dari sini
diperoleh (INS + A) € P/A, sehingga I((N + A)/A)S < P/A. Karena P/A merupakan (R,S)-
submodul prima-g gabungan di M/A maka diperoleh (N + A)/A+ (N + A)/A < P/A atau I +
I <€ (P/A:g M/A). Dengan kata lain, diperoleh N/JA+ N/A < P/A atau (I +1)(M/A)S < P/A.
Hal ini ekuivalen dengan N + N € P atau (I + I)MS < P, sehingga diperolen N + N € P atau I +
I € (P:x M). Jadi, terbukti bahwa P merupakan (R, S)-submodul prima-8 gabungan di M. o

4. KESIMPULAN
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Pada artikel ini, definisi submodul prima-g telah dibawa ke dalam struktur (R, S)-modul, yang
selanjutnya disebut dengan (R, S)-submodul prima-f# gabungan. Di samping itu, disajikan pula
beberapa sifat dari (R,S)-submodul prima-g gabungan yang merupakan generalisasi dari sifat
keprimaan di dalam struktur modul dengan menambahkan beberapa syarat tertentu. Lebih lanjut,
hasil dari penelitian terkait (R, S)-submodul prima-g gabungan dapat digunakan sebagai referensi
dalam penelitian terkait (R, S)-submodul prima-f gabungan lemah dan perumumannya yang lain.
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